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1. Documento de Descricao Detalhada

I. OBJETIVO GERAL
Analisar e avaliar criticamente a concepcao wittgensteiniana de prova matematica exposta
principalmente em duas de suas obras maduras péstumas: as Observacg6es sobre os Fundamentos

da Matematica e as Li¢Bes sobre os Fundamentos da Matematica (que séo anotagfes de alunos).

II. NATUREZA DO PROBLEMA
A presente pesquisa visa tratar de um problema da filosofia da matematica que tem relacbes com

as seguintes areas da filosofia:

1. Filosofia da l6gica

Trata-se de examinar a natureza da relacdo entre as premissas e a conclusdo de uma
prova matematica bem como a natureza da necessidade das proposi¢cdes matematicas.
Além disso, faz-se necessario examinar a afirmacao de Wittgenstein de que um sistema de
proposi¢des que contenha uma contradi¢do oculta é “tdo bom quanto ouro”, o que coloca
em xeque a necessidade de provas de consisténcia e 0 modo tradicional de se avaliar o

valor de sistemas contraditorios de proposicoes.

2. Epistemologia

Trata-se de uma analise da natureza da prova matematica, isto €, um meio de justificar a
verdade matematica. Wittgenstein se esforca para mostrar que um célculo ndo é um tipo
de experimento. Um problema para a sua filosofia da matematica consiste em mostrar
como sao possiveis os problemas matematicos. Ele também sustenta que as provas
matematicas devem ser “abrangiveis” (uniibersehbar), o que retira o estatuto de prova de
certas construgdes simbdlicas muito longas formuladas na notacéo do Principia

Mathematica de Russell.

3. Filosofia da linguagem

Wittgenstein baseia suas andlises da natureza da prova matematica fortemente na nogao
semantica de critéripna medida em que, para ele, uma prova matem &tica introduz um
novo critério para um conceito matematico, modificando-o. Além disso, a compreensao da
concepcao wittgensteiniana de prova matematica depende de uma compreenséo das suas

reflexdes sobre o0 conceito de seguir uma regra, pois seguir 0s passos de uma prova
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matematica é seguir as regras que autorizam a transicdo de uma proposi¢cdo matematica

ou mais (as premissas) para outra (a conclusao).

4. Metafisica

Um dos objetivos das andlises de Wittgenstein é mostrar que € um equivoco supor, como
fazem os psicologistas ou mentalistas e platonistas, que as proposicdes matematicas sédo
verdadeiras ou falsas porque representam um tipo especial de fatos; que 0os numerais
referem-se a entidades cujas propriedades elas possuem independentemente do nosso
conhecimento; que, portanto, a verdade das proposi¢cdes matematicas é independente da

nossa capacidade de reconhecé-la (se a tivermos).

IIl. METODOLOGIA

Trata-se de uma pesquisa bibliografica, no que se refere as suas fontes. O projeto possui uma
orientacao histérica, na medida em que prevé uma andlise da filosofia da matematica do jovem
Wittgenstein, exposta principalmente no Tractatus Logico-Philosophicus, e de sua transformacéo,
no assim chamado periodo intermediario da sua filosofia, registrada principalmente nas
Observacdes Filosoéficas, em Wittgenstein e o Circulo de Viena e na Gramatica Filoséfica. Essa
abordagem se justifica porque examinar as continuidades e descontinuidades no desenvolvimento
do seu pensamento é muitas vezes o Unico meio que possibilita identificar os alvos das suas
criticas, bem como as suas justificativas para certas afirmacdes; conseqiientemente, é, muitas
vezes, a Unica maneira de se interpretar corretamente suas reflexdes. Uma parte essencial da
pesquisa consiste no confronto das reflexdes de Wittgenstein com as principais criticas e
interpretacdes divergentes encontradas em uma porcao selecionada da vastissima literatura sobre

0 assunto (cf. bibliografia).
IV. ESTADO ATUAL DO CONHECIMENTO

1. Tractatus Logico-Philosophicus
Para o autor do Tractatus, os nimeros sédo aspectos formais dos estagios de uma série gerada
pela aplicagdo de uma operagédo formal reiteravel. Os numerais nédo se referem a entidades que
subsistem independentemente dessas operacdes. Eles apenas marcam estagios da aplicacéo
sucessiva de uma operacao formal reiteravel.

As sentencas aritméticas, as equacdes, sdo pseudoproposicdes, na medida em que nao
expressam pensamentos, ndo representam nada e, portanto, ndo sdo verdadeiras ou falsas no
mesmo sentido em que as proposi¢des o sao (Wittgenstein, na verdade, ndo as chama de

verdadeiras ou falsas, mas de corretas ou incorretas). As equacfes apenas mostram uma
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igualdade de formas. Sua funcéo é semelhante a funcéo das tautologias, pois serve para justificar a
derivacdo de uma proposi¢cdo que contenham numerais (p.ex.: “Ha sete criancas nessa sala”) de
outra ou outras que contenham numerais (p.ex.: “Ha quatro meninas nessa sala” e “Ha trés
meninos nessa sala”). Essa funcédo advém do fato de que as equacgdes sdo como que regras para
substituicBes de expressoes (“4+3=7" mostra, sem dizer, que o sétimo estagio de aplicagao de uma
operacao formal reiteravel € 0 mesmo que o terceiro estagio apds o quarto ou o quarto apés o
terceiro).

Para o autor do Tractatus, uma prova em aritmética € uma série de transformacdes
baseadas nas regras de substituicdes das equacdes que visam mostrar, sem dizer, que uma
determinada sentenca é uma equacéao (6.24). As formas matematicas da aritmética, para o autor
do Tractatus, ndo sdo nem entidades mentais nem abstratas. Entretanto, a correcéo das equacdes
aritméticas é independente do reconhecimento dessa correcéo, isto é, da prova dessa correcao.
Essa independéncia é garantida pela natureza das regras, que determinam de antemao todos os
casos de sua aplicacao.

Dado que nimeros sao aspectos formais de uma série gerada pela aplicagao de uma
operacao formal reiteravel, apenas um fragmento dessa série existe atualmente e, portanto, ndo ha
infinito atual. Quantificagcdes sobre dominios infinitos ndo séo acidentais e sdo como que regras
para a construcdo de séries. Essa concepg¢édo da quantificacdo sobre dominios infinitos gera um
problema para a interpretacao da concepcao tractariana das quantificacdes sobre dominios infinitos
ndo matematicos. Por um lado, essas quantificagdes deveriam ser proposic¢oes e, portanto,
contingentes. Isso parece implicar que deveria haver um conjunto atualmente infinito. O problema
aqui consiste em se compreender a diferenca entre quantificagdes acidentais, nas quais a nocdo de
classe desempenha um papel, e quantificagfes necessarias ou essenciais, nas quais a teoria das
classes ndo desempenha nenhum papel, o que exclui os projetos fregeanos e russelianos de

fundamentacédo da matematica (cf. Tractatus 6.031ss.).

2. Periodo Intermediério

Um dos pilares da filosofia da l6gica do Tractatus € a tese da independéncia loégica das proposicoes
elementares. Desse modo, 0os numerais foram excluidos das proposigées elementares, pois
algumas proposicées em que ocorrem numerais mantém relacées légicas entre si. O inicio do
periodo intermediario de sua filosofia € marcado pela rejeicdo da tese da independéncia l6gica das
proposicdes elementares e, portanto, da concepc¢ao de nimero do Tractatus. Ele continuou
reconhecendo uma relacéo entre a natureza dos nimeros e a construcéo de séries de acordo com
leis formais. Essas leis formais, entretanto, ndo estavam mais vinculadas a nocgao de forma geral

da proposicao.
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No seu periodo intermediario, Wittgenstein abandonou a distingao entre dizer e mostrar.
N&o ha nada que as sentencas matematicas ndo possam dizer. A funcdo ou uso que Wittgenstein
atribuia a essas sentencgas no Tractatus, um uso normativo, passou a constituir a sua esséncia. Um
problema que surge aqui consiste em conciliar a concepgdo normativa das sentencas matematicas
com o fato de que o principio do terceiro excluido se aplica a elas. Wittgenstein ndo contestava a
validade geral do principio do terceiro excluido. Sentencas que nao estdo de acordo com esse
principio (p.ex.: “Ha uma seqiiéncia de trés setes na expanséao de pi”), segundo Wittgenstein, nédo
séo proposicdes. O problema pode ser expresso assim: como (em que sentido) uma norma pode
ser verdadeira ou falsa?

A natureza das sentencas matematicas se revelou normativa, para Wittgenstein, devido a
uma mudanca no seu método de analise filoséfica do contetdo I6gico das expressdes relevantes.
Ao invés de realizar “conjecturas a priori”, ele passou a analisar o uso que se faz dessas
expressdes nas nossas praticas cotidianas. Por um certo tempo, ele manteve o projeto tractariano
de construcdo de uma notacao ideal, que revelaria a verdadeira natureza dos objetos do nosso
discurso: os fendmenos, a experiéncia imediata. Nesse periodo, Wittgenstein acreditava, como
Kant, que a natureza do nimero estava vinculada a natureza do tempo e do espacgo (Observactes
Filosdficas, p. 130). Mais tarde, ele abandonou o projeto de construcéo de uma notacgao ideal
baseado numa investigagédo fenomenolégica e passou a adotar a analise da linguagem ordinaria
como método fundamental, introduzindo a nocdo de jogos de linguagem.

No periodo intermediario, Wittgenstein esbogou pela primeira vez sua concepgao madura
da relacdo entre uma proposicdo matematica e sua prova. “Poderiamos dizer: uma proposi¢ao
matematica € uma alusé@o a uma prova.” (Observagdes Filosoéficas, p. 145, cf. 148) O sentido de

uma proposi¢do matematica é determinado pela sua prova.

3. Filosofia Madura

3.1 Jogos de Linguagem

Jogos de linguagem séo instrumentos de analise loégica. Sao objetos de comparacao (reais ou
ficticios) que servem para evidenciar as regras légicas da nossa linguagem. Sao fragmentos de
linguagem, ou linguagens primitivas, descritas com uma énfase nas atividades normativas que

constituem o uso das expressdes dessas linguagens.
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3.2 Regras

Wittgenstein procura mostrar que a concepcao de regra como determinante absoluto, isto €, como
algo que determina de antemao todos os casos de sua aplicacgao (finitos ou infinitos), € equivocada.
O primeiro passo nessa direcdo foi mostrar que certos conceitos filosoficamente relevantes, tal
como “proposigdo” e “nimero”, sdo aplicados nao com base em condi¢des necessarias e
suficientes, mas com base em “semelhancas de familia”. Outro passo consistiu numa critica a
nocéao de significacdo ou entendimento (do ato de captar uma regra) implicita na concepcéao de
regra como determinante absoluto: a nocdo de significacdo ou entendimento como uma
interpretacdo, um ato mental extraordinario capaz de fazer coisas que nenhum ato corporal pode
fazer. Seguir uma regra, segundo Wittgenstein, é engajar-se em uma pratica que nao possui
fundamentos (cognitivos), embora ndo seja, em um certo sentido, arbitraria. Regras logicas ndo
espelham esséncias independentes que encontramos ou descobrimos na realidade. Numa prova
matematica, portanto, ndo somos orientados pelo conhecimento das esséncias independentes de
entidades matematicas. Tampouco fazemos descobertas sobre o que ja estava de antemao

determinado independentemente do nosso conhecimento pelas regras matematicas.

3.3 Prova matemaética e critérios

A nocao de critério é, para Wittgenstein, semantica e ndo meramente epistemolégica. Os critérios
determinam o significado de uma expressao linglistica. Uma prova matematica determina um novo
critério para um conceito matematico. Portanto, a prova matematica modifica o conceito em
questao. Por exemplo: para nimeros muito grandes, ndo temos como decidir se sdo ou ndo séo
primos. Se elaborarmos um método de prova capaz de decidir se esses nimeros muito grandes
séo primos, modificamos o conceito de numero primo. O problema principal aqui € o seguinte: a
proposicao “n é um ndmero primo”, quando n for um desses ndmeros muito grandes, néo tera o
mesmo sentido antes e depois da elaboracao do novo método de prova. Além disso, qual é a

relacdo entre os critérios antigos e 0s novos?

3.4 Problemas matematicos: sentido e verdade

O sentido de uma proposi¢cdo matematica é determinado, segundo Wittgenstein, pela sua prova.
Isso parece implicar que, antes da elaboracéo da prova, a proposicdo matematica ou ndo tem
sentido ou tem outro sentido. Em qualquer caso, como pode haver algo determinado que queremos
provar antes de provar e que seja a mesma coisa depois de provarmos? Como pode haver
problemas matematicos, isto &, proposicdes cujo sentido compreendemos e cujo valor de verdade
ignoramos? Se a prova modifica o sentido da proposi¢éo, entdo ndo provamos a proposi¢ao para a
gual desejavamos uma prova. Se a prova dota a proposigdo de sentido pela primeira vez, entao

antes dela ndo havia nada determinado que queriamos provar. A resposta de Wittgenstein a essas
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guestdes envolve um questionamento da concepcgao tradicional de pergunta, tal como é
apresentada por Frege em “A Negacao”. Uma pergunta pode colocar em questado justamente se
uma sentenca faz sentido.

A relacdo entre o sentido de uma proposicdo matematica e sua prova implica, segundo
Wittgenstein, que o sentido de uma proposigdo matematica é determinado pelo sistema de
proposic¢des do qual ela faz parte, pois através da prova a proposi¢céo € incorporada a um sistema.
Portanto, uma mesma sentenc¢a ndo pode expressar a mesma proposi¢cao em dois sistemas
diferentes. Isso parece se chocar com uma certa interpretacdo do teorema da incompletude de
Godel, segundo a qual uma mesma proposicao é indemonstravel num sistema axiomatico S
qualquer usado para formalizar a aritmética e demonstravel num sistema metamatematico M que
toma S como linguagem objeto. Sendo assim, essa proposi¢céo seria verdadeira, pois seria

demonstravel em M e indemonstravel em S.

3.5 Prova matematica e necessidade

A negagéo de que as regras espelham esséncias epistemicamente independentes gera varios
problemas. Por que ndo é arbitrario seguir outras regras légicas? Por que ndo podemos inferir de
qualguer modo? O que nos compele a aceitar uma prova? Como uma prova, afinal, prova alguma
coisa? Segundo Wittgenstein, a prova matematica estende a matematica. A elaboracéo de uma
prova ndo é a realizacdo de uma descoberta, mas é mais semelhante a uma invencgéo. Essa
concepcao é altamente contra-intuitiva. Mas, para Wittgenstein, devemos nos ater ao uso ordinario
da linguagem, ndo ao que os usuarios da linguagem ordinaria pensam sobre o seu uso.

Dado o carater normativo das proposi¢cées matematicas, a necessidade dessas
proposi¢des ndo deve ser concebida por meio da nogao de mundos possiveis, mas a partir da
distincdo entre sentido e absurdo. (Alguns afirmam que essa é uma maneira enganadora de admitir
gue as proposi¢fes matematicas ndo sédo necessarias.) A distingéo entre sentido e absurdo néo é
determinada apenas pela presenca ou auséncia de regras, mas também pelo papel que as praticas
de seguir essas regras desempenham na nossa vida. Regras que ndo desempenham nenhum
papel nas nossas vidas nao instituem praticas e, por isso, ndo instituem nenhum uso lingtistico.
Dado que, para Wittgenstein, expressfes que ndo possuem um uso ndo tém sentido, regras que
nao instituem usos linglisticos ndo sdo capazes de tornar compreensiveis as expressfes que sado
usadas de acordo com elas.

Wittgenstein se esforca para mostrar a diferenca entre um calculo e um experimento. O
resultado de um experimento ndo possui nenhuma relagao necessaria com o proprio experimento.
N&o temos como provar qual é o resultado do experimento antes de realiza-lo. E ndo ha nenhuma
necessidade que a repeticao de um experimento tenha o mesmo resultado. Nao é necessario, por

exemplo, que contemos quatro objetos apds reunirmos dois conjuntos de dois objetos. Uma
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equagdo matematica como “2+2=4", entretanto, ndo é uma previsao do resultado que
encontraremos ao contarmos os elementos de um conjunto formado por dois conjuntos de dois
objetos. Se contarmos 3, entdo, ou contamos de maneira errada ou algum objeto desapareceu
durante a contagem. O resultado de um calculo é um critério para se determinar se o calculo foi

realizado corretamente ou se nenhum evento fisico inesperado aconteceu durante a contagem.

3.6 Contradicédo

Dado o carater normativo das proposicdes matematicas, um sistema de proposi¢cées matematicas
ndo deve ser avaliado quanto a sua capacidade de representar uma realidade independente. Dessa
perspectiva, uma contradi¢cdo dentro de um desses sistemas perde muito da importancia que teria
se esse sistema fosse uma teoria sobre uma realidade epistemicamente independente. Um sistema
contraditorio de proposi¢cdes matematicas pode ser extremamente Gtil. Se uma contradicéo for
derivada do sistema, pode-se continuar a usa-lo depois de se estabelecer que nenhuma conclusao
deve ser derivada da contradicéo (cf. Observacdes Filosdficas, p. 338, Gramética Filoséfica, p.
303).

Wittgenstein argumentava que ndo faz sentido falar em contradi¢8es ocultas. bha
contradicdo desapercebida que pertence a um sistema seria uma que pode ser derivada por um
método conhecido. Se ndo ha tal método, ndo ha nenhuma contradicdo. Se esse método é
instituido, entéo a contradicdo é algo acrescentado ao sistema, e ndo algo descoberto. Por isso,
ndo deveriamos temer contradi¢cdes ocultas. Se nenhum método conhecido deriva uma contradigédo
do sistema, isso significa que esse sistema esta “funcionando”. Se Wittgenstein estava certo,
parece que é um equivoco filosoéfico tentar provar a consisténcia de sistemas de proposi¢des
aritméticas. Sempre é possivel elaborar métodos que possam acrescentar contradicées a um
sistema. A necessidade de provas de consisténcia surge de uma falta de clareza sobre a natureza
da matematica e, portanto, somente pode ser afastada por meio de uma analise.

O problema, entretanto, reside nas contradi¢cdes desapercebidas que podem ser derivadas
de um sistema por um método conhecido. Se existem tais contradi¢cdes, entdo podemos derivar
inadvertidamente conclus@es equivocadas ao aplica-lo. Parece que pontes poderiam cair se
calculassemos sua estrutura com uma aritmética contraditéria. Wittgenstein, entretanto, insiste que

pontes ndo caem por causa da contradi¢do.

3.7 Quantificacao e infinito

A diferenca entre quantificacdes sobre dominios finitos e quantificacdes sobre dominios infinitos é
expressa por Wittgenstein pela afirmacgédo de que o infinito ndo € um ndmero (Observagbes
Filosoficas, pp. 157, 236). E natural pensar que o infinito € um ndmero, pois “cinco” e “infinitos”

podem ser respostas alternativas a pergunta: “Quantos?”. Para Wittgenstein, entretanto, a
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diferenca entre uma classe finita e uma classe infinita ndo é que a Ultima é maior que a primeira.
Uma classe finita muito grande ndo esta mais proxima do infinito do que uma classe pequena. A
diferenca entre uma classe finita e uma classe infinita é categorial. Se nao fosse, a impossibilidade
de contar os elementos de uma classe infinita seria devida a uma limitacdo “médica” (como dizia
Russell) e ndo logica. A infinidade matematica é dada pelas regras de construcédo das séries
matematicas. Ela € uma infinidade potencial de certas séries finitas (Observacdes Filosdficas, p.
164). A expressao “1, 2, 3, 4,...” ndo é a representacdo do comeco de uma entidade infinita, mas é
a formulacdo de uma regra. Diferentemente do modo de determinagao do nimero de elementos de
uma classe finita, apelamos para essa regra para justificar a afirmacédo de que a série dos nimeros
¢ infinita. E 0 uso baseado nesse apelo que da significado a palavra “infinito”. A impossibilidade de
se contar todos os elementos de uma classe infinita deveria ser expressa do seguinte modo: a
expressdao “contar todos os elementos de uma classe infinita” ndo faz sentido. Por tudo isso, é
enganador expressar a generalidade matematica através da notacéo usada para expressar a
generalidade nao matematica (a dos Principia Mathematica, p.ex.). A generalidade matematica ndo
€ um produto légico infinito, mas esta relacionada a inducdo matematica, que ndo pode ser
reduzida a no¢des puramente logicas. A palavra “todo” ndo significa a mesma coisa quando usada
em quantificacdes matematicas e nao matematicas.

Alguns comentadores interpretam a negacéo do infinito atual como a expressao de

Wittgenstein do seu comprometimento com o finitismo.

V. Resultados esperados

Espera-se poder interpretar corretamente e avaliar criticamente os principais pontos da filosofia da
matematica de Wittgenstein, com uma énfase especial na sua concepcao de prova matematica.
Pretende-se divulgar os resultados em coléquios e simpésios sobre 0 assunto, em artigos para

revistas especializadas e em um livro, que tera um carater introdutério.
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2. Anexos

Nesta secao deve-se incluir os documentos descritos em "Requisitos/Caracteristicas
Necessarias" no Formulario de Propostas de acordo com a modalidade selecionada.

Obs: Uma cOpia impressa e assinada da declaracéo abaixo sera enviada por correio
normal nos préoximos dias.

Porto Alegre, 30 de fevereiro de 2004

Ao
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico — CNPq

Prezados Senhores,

Com a presente, vimos manifestar a esse Conselho o interesse deste Programa de Pés-
Graduacéo na concesséo de Bolsa de Pesquisa, na modalidade Pés-Doutorado (substitutiva da
antiga Bolsa de Recém-Doutor) ao candidato ALEXANDRE NORONHA MACHADO, com vistas
ao desenvolvimento junto a este Programa do projeto de pesquisa Wittgenstein e a Natureza da

Prova Matematica.

O candidato desenvolvera seu projeto de pesquisa em colaboracdo com o Prof. Dr.
PAULO FRANCISCO ESTRELLA FARIA, especialista na filosofia de Wittgenstein e responsavel
pela orientacdo de sua tese de doutorado Légica e Forma de Vida, que aborda a concepcéo
wittgensteiniana da necessidade légica. O projeto ora submetido a aprovacdo do CNPg € uma
extensao natural daquele trabalho, em uma area ainda insuficientemente explorada da filosofia

de Wittgenstein.

As contribuicbes de Wittgenstein a filosofia da matematica séo até hoje, mais de meio
século apés a morte do fildsofo austriaco, a parte menos conhecida e estudada de seu legado
intelectual — sem embargo de que Wittgenstein tenha, como € notério, pensado e escrito mais
sobre matematica que sobre qualquer outro assunto ao longo de toda sua carreira: mais de
metade dos documentos que constituem o Nachlass do filésofo dela se ocupam. No centro
dessas reflexdes esta a investigacdo do conceito de prova matematica, de que se ocupa o

projeto de pesquisa de Alexandre Machado.
E licito esperar do desenvolvimento desse projeto uma contribuicdo significativa ao

desenvolvimento de uma linha de pesquisa que, no Brasil, recém comeca a ser explorada nos

trabalhos pioneiros dos professores Luiz Carlos Pinheiro Dias Pereira, da UFRJ e da PUC/RJ,
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Jodo Vergilio Gallerani Cuter, da USP e André da Silva Porto, da UFGO - e, com ela, uma
renovacdo dos estudos wittgensteinianos no Departamento e no Programa de Pds-Graduacao
em Filosofia desta Universidade.
Certos de podermos contar com o apoio desse Conselho, subscrevemo-nos
Cordialmente,

GERSON LUIZ LOUZADO

Coordenador do Programa de Pés-Graduagao
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